PRESENTACION

Este documento titulado Modelos econométricos de ecuaciones simultdneas (MES), elabora-
do por la Dra. Lucia A. Ruiz Galindo, es un reporte de investigacién del proyecto Analisis
Multivariado de Series de Tiempo, aprobado por el Consejo Divisional de Ciencias y
Humanidades y registrado con el nimero 607.

El objetivo de este trabajo es estudiar los MES. Se define y se especifica la forma
estructural de los MES y en seguida se formula su forma reducida, en ambas se plantean
los supuestos que se hacen sobre los términos estocasticos de cada una de ellas. Los MES
en su forma estructural se caracterizan porque cada variable endogena es explicada por
las demés variables enddgenas y por las exdgenas en el modelo, mientras que en la forma
reducida cada variable enddgena es explicada solo por exdgenas, este hecho permite que en
la estimacion de la forma reducida se utilice el método de minimos cuadrados ordinarios,
caballito de batalla del modelado econométrico.

Posteriormente, se estudia la identificacion de los MES, es decir, las condiciones de
orden y rango, que permiten analizar la posibilidad de recuperar los parametros de la forma
estructural a partir de los correspondientes a la forma reducida. Cada uno de esos temas
es ejemplicado por modelos econémicos sencillos que permitan al lector ver su inmediata

aplicacion.
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1. Modelos econométricos de ecuaciones simultaneas

Los modelos econométricos de ecuaciones simultdneas (MES), son sistemas de ecuaciones
simultaneas, en los que las ecuaciones pueden ser estocasticas o deterministas, las primeras
son las relaciones de comportamiento y las segundas generalmente son identidades: defi-
niciones y/o condiciones de equilibrio. En los MES se pretende explicar un conjunto de
variables enddgenas en funcion de ellas mismas y de otras denominadas predeterminadas:
endogenas rezagadas y exdgeneas.

Se considerara que el MES esta constituido por G variables endégenas y K predetermi-
nadas y que para cada una de ellas existen T" observaciones. De esta manera, el sistema de
ecuaciones simultaneas esta integrado por GG ecuaciones: relaciones de comportamiento o
identidades, una por cada variable endégena, y por un total de G 4+ K variables (endégenas

y predeterminadas).

Los MES se pueden presentar en forma estructural o en forma reducida. La primera
da cuenta de la simultaneidad entre las variables enddgenas y generalmente se deriva de
alguna teoria, por lo que cada ecuaciéon denominada también ecuacién estructural, describe
aspectos especificos de la economia de interés. La segunda se obtiene de la forma estructural
y en ella, cada variable enddgena se expresa en funcién sélo de las variables predeterminadas.

2. Forma Estructural (FE)

2.1. Especificacion de la FE

La forma estructural de un MES es

1Y + ViV + -+ Ve + Buita + BiaTe + - + BikTik = €n
VoY + YooUr2 + - - + YocUia + Bortu + BooTie + - + PaxTix = €2

Y1y + Ve + 0+ YacUic + Barxn + Baaxie + - + BakTik = &ia,

donde las y’s son las variables endégenas, las x’s las predeterminadas, las £’s son los términos

estocasticos y las v’s y (3’s son los parametros estructurales. El modelo se puede representar



de manera matricial como sigue:

71 Y12 ... MG Y1 B B2 .. Bik Tl €t1
Y21 Y22 ... V2G Yt2 n Bar Ba2 ... Pek T2 B Et2
Y61 Ya2 .- VGG (7l Bar Ba2 ... Bak Ttk @

o equivalentemente,

Iy, + Bxy=¢, Vt=1,...,T, (1)
donde I' es una matriz G x G asociada a los parametros de las variables endégenas, B es
la de las variables predeterminadas y es de dimension G x K, y vy, x; y €; son de manera
respectiva, los vectores asociados a las variables enddgenas, a las predeterminadas y a las
perturbaciones estocasticas de cada ecuacion de comportamiento, sus dimensiones son de

manera respectiva G, Ky G.

Obsérvese que el renglon i-ésimo de I" y de B tiene los parametros de la i-ésima ecuacién
estructural, los correspondientes a las variables endogenas y las predeterminadas, de manera
respectiva; la columna j-ésima de I tiene los parametros estructurales de la j-ésima variable
endogena y la k-ésima de B, los correspondientes a la k-ésima variable predeterminada.

El modelo para todas las observaciones estd dado por
I'Y'+ BX'=¢ (2)

donde Y es una matriz con todas las observaciones de las variables endogenas, X es la de

las variables predeterminadas y € es la de los términos estocasticos, esto es,

Yii Yz .- Y1 r11 T2 ... T1K
Y21 Y22 ... Y2@ To1 To2 ... T2k
Y - s X — y
Y1 Y2 ... Y@ Tyl Ty ... TtK
Yyri1 Yr2 ... Yra 1 TT2 ... ITK
€11 €12 ... ¢&1@
€21 €22 ... &2@
E =
&1 &2 ... &t@
1 €12 ... ETG



El objetivo es estimar los pardmetros estructurales, los de las matrices I' y B a partir
de las T observaciones. Finalmente, cabe mencionar que generalmente se normalizan las
ecuaciones del sistema, de forma que en cada ecuacion la variable endégena que se quiere
analizar en esa ecuacion, tenga coeficiente 1, esto es, si 7,9 #1, g =1,...,G, entonces se
multiplica la ecuacién g por i, con esto, la matriz I" solo tiene unos en su diagonal.

2.2. Supuestos de la FE

FE: F’yt + Bl’t = &¢

SlE(&'—:t):O ‘v’tzl,,T

Gx1?

S2. Cov(ey) =2

Cov(ey) = El(er — E(er))(er — E(er))’]
= Eleey)

Et1€t1  Ew1€e2 - E1EiG
2
Et2€t1 ) e Epia

2
EtGEL1  EtGEt2 - - - &taq
011 012 ... 01G
O12 0O22 ... O020q

oig 02¢ ... 0GG
= X

GxG

S3. Cov(e, el) =0 Yt # s.

GxG?

El supuesto S2 implica que puede existir correlacion entre los términos estocasticos de
las diferentes ecuaciones, lo cual es esencial en los MES y por ello no se debe de estimar
ecuacién por ecuacion cuando se supone alguna distribucion especifica para los términos
estocasticos, por ejemplo la normal

E¢ ~ N(O> 2)7



la estimacion de los pardmetros debe de hacerse considerando el sistema completo. Por su
parte, el supuesto S3 plantea que los errores no estan autocorrelacionados en el tiempo.

Ejemplo 2.1. Forma estructural de un modelo de consumo

La FE del modelo que se plantea a continuacion esta constituida por dos ecuaciones de

comportamiento y una identidad,

Cy = aYq1 + B + ey (3)
I; = aoY + BoYiq1 + B3 + e, (4)
Y;ﬁ == Ct_l'lt_l_Gt) (5)

donde C} es el consumo, I; la inversion, Y; el ingreso y G; es el gasto, todas ellas en
t =1,...,T. Las variables endégenas son Cy, I;, v Y;, las predeterminadas Y;_; y G;. El

modelo se puede expresar en forma matricial como sigue

1 0 —Q Ct —61 0 0 1 EtC
0 1 —a||L]|+|-03 =0 0f[Yia|=1]¢eu], (6)
-1 -1 1 Y, 0 0 1 G 0
en donde
1 0 —Qq Ct _ﬁl 0 0
r={ 0 1 —ay], ;=1L |, B=|-p —p 0],
-1 -1 1 Y, 0 0 1
1 fore;
x; = | Y1 y &t = | cu
Gy 0

3. Forma Reducida (FR)

3.1. Especificaciéon de la FR

La forma reducida expresa cada variable endégena como combinacion lineal de las variables
predeterminadas y el término estocéstico y se obtiene de la FE planteada en (1), premulti-
plicandola por I'"!, lo cual hace suponer que |I'| # 0. Asi, la FR de (1) es

Yt = ~I' 'Bz; + T g (7)

>



o bien,
yr = Hzy + vy, (8)

donde Il = —I'"'B y v, = ' 1¢g,.

3.2. Supuestos de la FR

Los supuestos de la FR se obtienen de los de la FE, como se muestra a continuacion.

SI. E(vy)) =0Vt=1,...,T, ya que

E(v)=EIT 'e)=T"1E(g) =0

Gx1

S2. Cov(vy) = Q, donde Q = TNV, puesto que

Cov(v;) = E[(ve — E(ve))(ve — E(vy))]
= E(vy) = E(F_lgtgtT_I/)
= I 'E(ge) 0"
= eV
= Q) Vt.

GxG)
S3. Cov(v,vs') =0, Vit # s, ya que

Cov(vg,vs') = E(vwy’)
= Bl el
= T ' E(gel)rV
= rtor "
=0 Vt.

GxGI

Ejemplo 3.1. Forma reducida del modelo de consumo

La FR del modelo de consumo en (3)-(5) del ejemplo anterior, se obtiene premultiplicando
su representacién matricial en (6) por su correspondiente I'"!, tal y como se muestra a

continuacién.



-1

Ct 1 0 —Q —ﬁl 0 O 1 1 0 —Q EtC
I = 0 1 — —B3 —fB2 0 Yioi | + 0 1 —an Et1
Y: -1 -1 1 0 0 1 G -1 -1 1 0
1 1-— a2 (05} 1 —ﬁl 0 0 1
= 1_7_ a2 l—a; o —63 —62 0 Y1
1= 2 1 1 1 0 0 1 G,
1 1 —as aq 1 Eic
+— (a2 l—ar a Et1
l—ar—az | 11 0
1 pr1 — szl + a1 a1 —1 1
i m— arfi + B3 — a1z B — a1y —an Yio1
e B + B B ~1 G,
1 1—as aq 1 Eic
+— Q9 l—a1 ay & |,
l—on—ar |\ 11 0
donde
1 B1— a1 + a1 33 a1 32 -1
II = m azﬁl + 63 - alﬁ?) 62 - alﬁz —Q2
! 2 B+ B3 Ba -1
11 712 713
= o1 T22 T23 |,
731 T32 733
esto es,
—1
T = 7(51 - + alﬁ?))a
1-— a1 — Q9
—1
T2 = m%ﬁz»
—1
T =
33 1-— a1 — Q9
y
Utc 1 1-— (6%)) (6%} 1 EtC
wr | =7 ay  l—ar ax| | e
Uy a1~ X 1 1 1 0



La FR del modelo de consumo es

Cy 1 712 713 1 Utc
Ii | = | m1 w2 o3 Yoo | + | wr |,
Y, T31 T32 T33 Gy 0

en ella cada variable enddgena se encuentra en funcién de las variables predeterminadas y

del término estocastico.

3.3. Propiedades de y;

E(y) = E(llzy + vy)
= E(Ilzy) + E(v)
= H[L’t

Cov(y) = El(y: — E(y)) (e — E(yr))']
= E[(ys — Hay)(y — zy)’]
= E(v))
= Q Vt.

GxG?

Cov(ys,ys) = El(ye — E(y))(ys — E(ys))']
= El(y: — M) (ys — Ma,)']
= E(v))
=0

4. Identificacion del modelo

Dado que en la FR las variables enddgenas de cada ecuacién ya no dependen de variables

endogenas de las otras ecuaciones del sistema y que el término estocastico es homoscedastico

8



y no autocorrelacionado entonces, cada ecuaciéon del MES se puede estimar por MCO. La
pregunta ahora es ;Se pueden recuperar los parametros de la FE con los de los de la FR?

1,0 — B,T,%
La FR resume toda la informacién relevante disponible de la muestra.

- Una ecuacion de la FE esta identificada si todos sus parametros pueden ser estimados
a partir de los estimadores de la FR. De no ser asi, la ecuacion no esta identificada.

- Una ecuacion identificada estd exactamente identificada si existe una tunica forma
de calcular los parametros de la FE a partir de los de la FR y es una ecuaciéon

sobreidentificada si existen mas formas.

- Un MES esté identificado si todas sus ecuaciones lo estan, y no lo estd, si al menos

una ecuacién no esté identificada.

Total de parametros a estimar
r B )
FE: G*-G G-K Saltas)

2

IT Q

FR:  GK  €C=1

4.1. Identificacion del MES en su FR

Sin pérdida de generalidad se supone que se va a identificar la primera ecuacién utilizando
la FR
Yy = Hl’t + Ut,

donde II = —I'"'B o bien, I'll = —B. Se considerarad ademds que la ecuacién a identificar
tiene g variables enddgenas y k predeterminadas y por tanto, G—g y K —k son las endogenas
y las predeterminadas excluidas de esa ecuacion. La especificacion de esa ecuacién en la FE
es

Yiler + - Yigheg + Buizn + - 4 Bk = €.

9



Haciendo una particion adecuada de las matrices I', B y II se tiene

Y11 V12 Tg | O 0
I'= |
I'y | I'y
B P2 Gk | O 0
B = |
By | B,
11 12 Tk | T1(k+1) MK
21 22 T2k | T2(k+1) T2K
| )
II = Tg1 g2 Mgk | Tkt TgK
T(g+1)1 T(g+1)2 T(g+1)k | Tlg+) (k) T(g+1)K
yes TG2 TGk | TG(k+1) TGK
(1D I
 \II3 Iy
Como II = —I'"' B, T'll = —B, para la primera ecuacién este producto es:
I, | Il B
(11712719 1 0...0) ( T | T ) = (Bufiz... P | 0...0)
o bien,
(r1712 - -mg)Il + 03 = —(B11fiz- .- Pik), (9)
(71712 - - - 1)1l + 011y = 0. (10)

Identificar es resolver este sistema para las 7;; y $1; dados los pardmetros en las matrices
IT’s. Primero se soluciona (10) para obtener las 7’s, en seguida se sustituyen en (9) y se
resuelve para obtener las (3’s. Notese que II; es la matriz de parametros de la FR asociada a

las variables predeterminadas excluidas de la primera ecuacion, y las variables a determinar

en ese subsistema son las primeras g endogenas incluidas.

Condicién de rango (CR)

10



El sistema en (10) es homogéneo constituido por K — k ecuaciones lineales en g variables.
. Cudndo (10) tiene solucién tunica diferente a la trivial? Tiene solucién distinta de cero si
y s6lo si el rango de 115 es igual al nimero de variables enddgenas en las ecuaciones menos

uno, esto es,!
p(llz) =g —1, (11)

Esta se denomina la condicién de rango, es una condicion necesaria y suficiente que deben
satisfacer los coeficientes de la matriz II; para que los parametros estructurales puedan ser
obtenidos a partir de los de la forma reducida. En este contexto, la identificacién consiste
en resolver para las v’s y (’s dadas las 7’s. Cuando la condiciéon de rango se satisface, la
primera ecuacion se dice que estd identificada y si se cumple para las G ecuaciones del MES
se dice que el modelo esta identificado.

Observe que si p(Il3) = g el sistema en (10) tiene solucién tnica, la solucién trivial,

7122"'271k=ﬁ1125122"'251920,

y si p(Ily) < g — 1, tiene un nimero infinito de soluciones diferentes de cero (después de la

normalizacion).
Condicién de orden (CO)

La condicién de rango establece que es necesario que p(Ily) = g — 1. Ademéds como la
dimensién de I, es g x (K — k),?

g —1=p(ly) <min{g, K — k}.

Cuando el minimo es g, la condicién ¢ — 1 < ¢ siempre se satisface, mientras que si el
minimo es K — k
g—1< K-k

no siempre se cumple. Esta 1ltima condicion establece que el nimero de variables endogenas
incluidas en la primera ecuacion menos uno, debe ser menor que el de variables predeter-
minadas excluidas de la misma. y se denomina condicion de orden para la FR y como
puede observarse es necesaria, pero no suficiente. Si la CO se satisface de manera estricta,

LEl rango es el nimero de columnas o renglones linealmente independientes. Si la matriz es cuadrada y
su determinante es diferente de cero, entonces todas sus filas y columnas son linealmente independientes.
2Amsxn, p(A) <min(m,n).

11



se dice que la primera ecuacién esta sobreidentificada, si se satisface como igualdad se dice

que estd ezactamente identificada y si no se satisface entonces estd subidentificada (no

identificada).

De lo anterior, la ecuacién puede o no estar identificada, puesto que

i) Si p(Ils) =g—1y K —k > g— 1, la ecuacién esta sobreidentificada.
ii) Si p(Il) =g—1y K —k =g — 1, la ecuacién esta exactamente identificada.
iii) Si p(Ily) =g —1y K —k < g — 1, la ecuacién esta subidentificada.

iv) Sip(Ily) < g — 1, la ecuacién no esté identificada.

4.2. Condiciones alternativas de identificacion

Hasta aqui, todas las condiciones se basan en la FR, jexiste una contraparte en la FE? Sea

A = (T|B)
Y1 ... Mk 0 0 B ... Pk 0 - 0

. Y21 Yok V2k+1 --- 2K Bar ... B Boakrqr .. ok

g1 ... YGk VGk+1 --- JGK Ber - Bar Bekq ... Bax

— ’yixg 0 ﬁ/ 01><(K—Ig)
I I. B By ’

A es de dimensién G x (G + K). Premultiplicando por I'*

I 'A = (Igeg|B~'T)
= (Igxa| — Haxk)
:( Tgxg 0y (G—g) | —1L _H2)
0G-g)x(G-9) lG-g)x(G-g) | —1l3 —IL

Se define

0 0
a) AEGXG—g+K—k = (Tz I Bg) )

. (0 I

12



I —1II
b) DG—g+x—k) = (0 _14) ;

(2, %),

Al premultiplicar por I'"! y posmultiplicar por D no cambia el rango de Ag.

Condicién de rango para la FE

La matriz de variables excluidas de la primera ecuacion (I'y| B2) es de dimensién (G — 1) x

(G—g+K—-k)ycomo (G—1)<(G—g+ K —k)

p(Ap) = p(I'2|By)

= G-1,
de manera que
G—1 = p(Ap)
= p(I3' AgD)
— p(1) + p(I12)
= G — g+ p(lly)
y por tanto
p(H2) =g 17
esto es,

p(I9|Bs) =G —1 siysélosi p(Ily) =g —1,

La condicion de rango en la FE establece que la primera ecuacién esta identificada
cuando p(I'3|By) = G — 1, es decir, la matriz de pardmetros de la FE asociados a las
variables excluidas de la primera ecuacién, en las deméas ecuaciones tiene rango G — 1

(nimero de variables enddgenas en el sistema menos uno).
Condicién de orden para la FE

La condicién de orden es la misma que la de la FR, ya que

G —1=p(y|B) <min{G,G—g+ K — k}

13



y G — 1 < (G siempre se satisface, mientras que cuando el minimo se alcanza en K — k,

G-1<G-g+K—-k & g-1<K—k
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