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Funciones Bivariadas Lucia A. Ruiz Galindo

Ejercicio 1. Sea f(z,y) = 2*> —y?, x€{-1,0,1}, y € {1,2}. {f(z,y) es de densidad?

Solucién.
No, ya que para que la funcién sea de densidad se necesita que f(x,y) > 0Vr € Rx, y €

Ry . En este caso existen valores de X y Y tales que f(x,y) es negativa. Por ejemplo, si
X=—-1yY =2,

f(=1,2) = (=1)* = (2)°
= f(172>
= —3<0.

De igual forma, si X =1y Y =2,

f(172) = f(_17 2)

Ejercicio 2. Considere la siguiente funcién conjunta
flz,y) =k(x+y—3zy°), O<w<l, O0<y<l.

Determine el valor de k para que f(z,y) sea de densidad.

Solucion.
La primera propiedad para que f(x,y) sea de densidad no se cumple, debido a que cuando
X y Y toman ciertos valores, por ejemplo cercanos a uno, f(z,y) < 0.

Como O0<z<1ly 0<y<l, sededuceque 0<x+y <2, ademds 0 <y? <1,
de esta forma 0 < zy? < 1, por lo que 0 < 3zy? < 3, entonces x +y — 3zy? < 0.

Por ejemplo si se considera que z = 0.99 y y = 0.99, se obtiene x+y = 1.98, adémas
y? = 0.98, entonces zy? = 0.97 y 3zy? = 2.91, por lo tanto, =+ y — 3ay? = —0.93.

Para que la funcién sea de densidad se necesitaria que k£ < 0, sin embargo al realizar
el calculo se obtiene que k = 2.

Se concluye que f(z,y) no es de densidad.

Ejercicio 3. Sea f(z,y) = 1(6 —2 —y), = € (0,2), y € (2,4), una funcién de densidad.

a) Calcule las funciones de densidad marginal.
b) Determine la funcién de distribucién de X.

Solucion.
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a) La marginal de X es

yladeY

b) Siz <0

fx(x)

fY(y)

n\ig\

fz,y)dy

NS

co| —

(6 —2—y)dy

4

o]
o] fe-on-t)
é(24—4a:—8—12+2x+2)
é(6—23:)

HCR

. flz,y)dz

/02%(6—:c—y)dm
Jo-oe-2]]

(- 8)-fo-on-3)
%(12 — 2y —2)

é(10—2y)

2(5—11)
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Si0<zr <2

Siz>2

Ejercicio 4. Considére

Y\ | 0 1
2

i -1 23
8 8
L2
8 8

i f(z,y) = 0% 2 e (0,00), y€

;

f(u)du

/f du+/f
F<0)+/0 LB wydu

T

1 1
0+ ~(3u — =u?)

4 2 0
1 1,
f(u)du

0, si 20

1 1

—(3:r—§:x2), si0<z<2
1, six > 2.

(0, 00).
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a) Determine las funciones de densidad marginal.
b) Calcule la esperanza y varianza de ambas variables y la covarianza entre ellas.

Solucién.
i.a) La marginal de X es

fx(@) = flx,y)
= > flxy)

ye{_Ll}

= f(l', _1) + f(l‘, 1)'

De manera que si z = 0,

fX(O) = f(07 _1) + f<07 1)

ool w ol o
ol —

ysix=1,

fx(1) = f(1,=1)+ f(1,1)

co| ot ool W
col o

Por otra parte, la marginal de Y es

fry) =D fa,y)

= Zf(xvy)

= f(0,y) + f(L,y).
Ahora, si y = —1,

fr(=1) = f(0,=1) + f(1,-1)

+
ool w

| Ut ool N
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ysiy =1,
fY(l) = f(071>+f(171>

+

|l w oo
ol N

Agregando estas funciones marginales al cuadro de probabilidades, se tiene

Y\e |0 1| fy(y)
2 3 5
1 2 2] 2
8 8 8
1 2 3
1 -z 2
8 8 8
3 5
Ix(x) 3 3 1

i.b) Las esperanzas de X y Y son, de manera respectiva,

E(X) = ) afx()

=) afx(x)

z=0

RORE

oo | Ot

BEY) = S uf(y)

Ry

= Z yfyv(y)

yE{—l,l}

Una forma de obtener la varianza de X es calcular

V(X) = B(X? — E*X)

5
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por consiguiente

Analogamente para Y

por consiguiente
1\*> 15
Y)=BEY)-FE*Y)=1-(--| =—.
V) = B0 - B =1 (<) =32

El cdlculo de la covarianza requiere ademads, determinar E(XY'):

BxY) = 33 ayf(ay)

Ry Rx
1
= Z Zwyf(ﬂi,y)
ye{-1,1} z=0
= > [0yf0,y) + lyf(Ly)]
ye{-1,1}
2 1 3 2
=0FD§+WU§+M—U§+MU§
1
= 3
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o bien, utilizando la definicién,

1 5
8 8
1+5
8 32
1
32

E
2
_ %ye{;’l} (x— >(y—l—i
_ ;(x—g){(—lJri)f(x,—l)ﬂL(1+%1
_ Z(_g)(—§f< )+ 31e)
_ (o— g) 2r0.1) - zﬂo,—l))
+(1-3) Gran-2r0.-n)
12[3(% SOIBHORG)
L
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ii.a) La funcién de densidad marginal de X es

fx(x) = [ flz,y)dy

Ry

_ /Oo 026—0(x+y)dy
0

0
= 1fm (—fe 0@ ) — (—ge%7)

y—00
= fe % x € (0,00)
yladeY es
frly) = [ [flzy)de

Rx
= / 020+ gy
0

o

— _ee_e(x"'y)

0
= lim (—fe 0@ty — (—ge=%)
= e, y e (0,00).

ii.b) La esperanza y varianza de X es

E(X) :/R xfx(x)dx

= / xle % dx
0

Integrando por partes:

u=2x dy = ¢~ 0%
du = dzx v %e‘ea’.
T —0x - 1 > —0x
E(X) = —956 —1—5 i Oe " dx
0
‘ Ox 1 >

= lim —xe™ +0— 7 fx(x)dx

Tr—00 0
B 1
0
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Integrando por partes:

u = x? dv = e %
1
du = 2x v = —56_95‘3
2 oo 2 00
BE(X?) = R —/ z0e " dx
0 o 0Jo
2
= lim —2%e % + 0+ EE(X)
2
T »

V(X) = B(X?) - E*(X)

2 1

T2 e
1

- =

Utilizando la definicién de varianza:

V) = [ o= BOORx@)a

Lucia A. Ruiz Galindo

Dado que la funcion de densidad de Y presenta la misma forma que la funcién de
densidad de X se puede inferir que la esperanza y varianza de Y son iguales a las calculada

con la funcién de X.

Por definicién

Cou(X,Y) = E[(X - E(X))(Y — E(Y))]
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en consecuencia se tiene que calcular
E(XY) :/ / 2y0%e =0 dady
o Jo

Integrando por partes zy@2e 0@ +v)

u = Y dv = 62— 0+y)
du = ydz v = —fe 0ty
E(XY) = / <—xy96_0(x+y) + /y@e‘e(”y)dx) dy
0 0

dy

0 0

/ [( — lim zyfe 0@+y) 4 OyGe’Q(O“”))
0

T—r00

_( lfm ye '@+y) — y69(0+y))] dy

- / ye "dy
0
Integrando por partes:
u=1y dv =e %
du = dy v=—1te

T—00 0 T—00 (2 62
1
Por consigiente,
1 1/1
Cov(X.Y) = B(XY) ~ BX)B(Y) = 5 — 7 (5) _0

Ejercicio 5. Considere la siguiente funcién conjunta.
fr,y)=k(z+y—2xy%), O<zx<l O0<y<l

a) Determine el valor de k para que f(x,y) sea de densidad.
b) Calcule las marginales de X y Y.
c¢) Calcule la esperanza y la varianza de X y Y.

10
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Solucion.
a) La primera propiedad para que f(z,y) sea de densidad no se cumple, debido a que
cuando X y Y toman ciertos valores, por ejemplo cercanos a uno, f(z,y) < 0.

Como O0<z<1ly 0<y<l1, sededuceque 0< x+y < 2, ademéds 0 < y? <1,
de esta forma 0 < zy? < 1, por lo que 0 < 2xy? < 2, entonces x +y — 2xy* > 0, para
que la funcion sea de densidad se necesitaria que k > 0.

La segunda propiedad para que f(x,y) sea de densidad se demostra a continuacion, de
donde se obtendra el valor de k.

1,1
/ flz,y) de dy = / / k(z +y — 22y?) do dy
Ry J Rx 0 Jo
1/ !
= k:/ (—$2+xy—a:2y2)
0 2
/1
:k:/ (—+y—y2)dy
0 2

11, 1
= k(= .2 .3
(2“2” 3y)

1 1 1
:/{; — —_ — —
(2+2 3)

2
= Zk
37

dy
0

0

por lo tanto k£ = %, puesto que %k debe ser igual a 1. Entonces

3
f(x,y)zi(x—i—y—Z:cyQ), O<z<l1l, O<y<l,

es de densidad.
b) La marginal de X es

fx(z) = /R F(z, y)dy

DO W

1
= / (z +y — 22y®)dy
0

1

2 3

3,12
2 \"Ty 73"
1
2

3 1 2
= 5 (:py + —y2 - —Iyg)

0
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yladeY,

fr(y) = f(z,y)dx

2\2

0
3 /1 )
:§(§+y_y)
3 3 3,
ittt

c) La esperanza de X se obtiene
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yladeY,

Enseguida se obtendrd la varianza de X y Y, por medio de la siguiente igualdad.
V(X)=E(X?) — E*X).

Primero se debe calcular

E(X?) :/R 2? fx (z)dw

! 1 3
2
— 2 Ze+2 ) de
/o (2 4)
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por lo tanto

6169
16 576
= 0.0815.

Procediendo de manera analoga se obtiene para Y

V(Y)=EY? — EXY).

1
32 33 34
= [ S+ —ytd
/04y+2y 5y dy
1 3 3 1
_ — .3 “.4 205
_(4y+8y 10y>0
_ 1,3 3
48 10
13
40’

por lo tanto

= 0.075.

14
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Ejercicio 6. Considere la funcién
f(z,y) = az’y?, donde x € {~1,0},y € {~1,0,1},

(1‘, y) < {(_17 _1)7 (_17 O)? (_17 1)? (07 _1)7 (07 0)7 (07 1>}
a) Muestre que f es de densidad.
b) Calcule las funciones de densidad marginal.
¢) Determine la funcién de distribucién de X.
d) Calcule P(X =0), P(X <0), P(Y =4)y P(Y <4).
e) ;X y Y son independientes?

Solucién.
a) Para que se satisfaga la primera propiedad, f(z,y) > 0, se necesita que a > 0 ya que las
variables estan elevadas al cuadrado y el producto de niimeros no negativos es no negativo.

Ahora se vera si se satisface la segunda propiedad.

0o 1
DD flwy) = 30 D7 aaty’
Rx Ry r=—1y=-1
0
= ) a’[(-1)*+0+1]
r=—1
0
= Z 201>
r=—1
2a[(—1)* + 0]
= 2a.
Para que se satisfaga segunda propiedad se necesita a = %, puesto que 2a debe ser igual a
1.
Por tanto,
flz,y) = %x2y2 es de densidad.

b) La marginal de X es:
Ry

-y %xzyz

y=-—1
1
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y la marginal de Y es

Frly) = fx,y)

0
_ ]'22
- ngy
r=—1
1

= P17 +0

1
= 5@/2, ye€{-1,0,1}.

Sus graficas son:

fx(X) fy(y)
) 1 1
1
o — o
2
-1 ? 1 X -1 ? 1 y

c) Puesto que se estd trabajando con una funcién de densidad bivariada y sélo se pide la
funcién de distribucién de X, se trata de una funcion de distribucion marginal, para cuyo
calculo puede utilizarse la funcién de densidad marginal de esta misma variable.

Six < —1,

Sixz e [-1,0),

16
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Siz € [0, 00),
Fz) = ) fx(w
-1 T
= > I+ ) fx(w
U=—00 u>—1
= F(-1)+0
= 1.
Asi,
0, siz<-—1
F(x) =
1, siz>-—1.
y su grafica es
F(X)
X
-1

d) Calcule

r=—1
0
=2
r=—1
=1

o bien, usando la funcién de distribucion

P(X <0) = Fy(0)

17
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ya que 4 ¢ Ry.

P(Y <4) = ) fr(y)

y=—00

y<-—1

= > AW+ AW+ )

Yy=—00 y=—1 y>1

1
1
=0+ Sv*+0

y=-1

= 1.

e) Se sabe que X y Y son independientes si y sélo si

fzly) = fx(x)

Funciones Bivariadas

Una vez calculada la marginal de cada variable, se vera si la funcién de densidad de
probabilidad condicional de X es igual a la funcién de densidad marginal de X.

~ flzy)
Tels) =)
flaly) = 22 = 2% = fx(a).
5y

Dado lo anterior, se concluye que X y Y son independientes.

Ejercicio 7. Se tiene la funcién

fle) = 2l —y)

y sus correspondientes recorridos, Rx = [1,2] y Ry = [1,¢].

a) Calcule el valor de ¢ para el que f es de densidad.
b) Determine la funcién de distribucién.

3
c¢) Calcule el valor de P (X < 2 Y < 2> )
d) Calcule la funcién de densidad marginal de cada variable.

Solucion.

a) f(z,y) > 0siy sélo si %(cx —1y) > 0o bien cx >y, con ¢ > 1 puesto que y € [1,¢].

18
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Tomando en cuenta que
/ f (@, y)dyde = 1,
Rx J Ry

se procede a calcular el valor de c.
dx

2 cq 21 2
//—(cm—y)dydm = / —(ca:y—y—>
1 J1 9 1 D 2/
2 2
1 1
:/Ig<c2x—%—cx+§)dx

[

1 2 2
- 3 |@-o% +3u-x]
5 1
| 1 1
ol 2(02—c)+1—c2—§(2—c)—§(1—c2)]
_1[s 3,1
T 5| 22
t = (L P g
uesto que — | — =<C —| = se tiene que
puesto que Set+ 3 q
1
2
_Z2e4r-—5
& c+2
39
2
S
C T2

oo
H_
o

:{§

Como f(z,y) debe ser no negativa Vx € Ry y y € Ry, ¢ = 3, por tanto

nojwe

fle.) = £ (32— y)

19
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si es funcién de densidad.

b)Siz<ly-o0<y<oo,

F(z,y) = f(u,v)dvdu

Y

Odvdu

1.
L

I
O\ \

Sil<z<2yy<l,

1 Yy x )
= / Odvdu + Odvdu
—o00 J —00 1 —00

Sil<z<2yl1<y<3,

T Y
/ f(u,v)dvdu
1 y T 1 Y1
= / / Odvdu —|—/ {/ Odvdu —|—/ g(3u — v)dvdu}
. —oo 1
Y1
/ / (3u — v)dvdu

F(x,y) =

I

I
»—\
ot =
A~

w

I

S

|
I
~__

:% (y—l)—u2——<y2_1>u} .
_ %[3(1; Dy —1) — (& - * — 1)
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Sil<z<2yy>3,

Flz,y) = /OO /: f(u,v)dvdu
= /_9; /_; f(uav)dvdu—l—/_; /3yf(u,v)dvdu
- F(x,3)+/_;/3y0dvdu

= l607 —17) = 8z — 1)
1 2
= 5(335 —3—4x+4)

= %(3x2—4x+1) = F(x)

Siz>2yy<I1,

Stz >22yl<y<3,

F(z,y) = /:O /_: f(u,v)dvdu = /_Z; /:O f(u,v)dudv
_ /_: /_: f(u,v)duvar/_io /;f(u,v)dudv
_ F(z,y)+/1/;0dudu

= % 9y —1)— (" —1)]
=*%®y—f—8)

21
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Six>2yy=>3,
F(x,y) = /:; /_:f(u,v)dvdu
= /_200 {/_:; f(u,v)dvdu + /324 f(u,v)dvdu}
+/; /_yoo F(u, v)dvdu
_ /1/1f(u,v)dvdu+/:/:0dvdu
—l—/j /Z;> Odvdu
F(2,3)

_ 1%[3(4 DB - (2-1)9-1)

= 1.
Por tanto,
0, siz<l,—co<y<ooy
—oco<x<oo,y<l
1
5(3x2—4m+1), sil<z<2 y>3
1
Fla,y)=q B -Dy-D-(@-1)F*-1)], sil<e<2 1<y<3
1 2 .
1—0(9y—y —8), siz>2, 1<y<3
(L siz>2, y>3.
c) Calcule

22
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Otra forma de calcular esta probabilidad es utilizando la funciéon de densidad.

5 r2 2 3
P(XS;Y§9:=/ / ﬂawmmzf / f(z,y)dzdy
1 3 2
=/ /J@MM@+/
—00 J —o0 1
1 3 2 ,l 2 3
:/ / dedy—i—// 0dxdy+// f(z,y)dzxdy
—00 J —0 1 —00 1 1
2 3

1
= / g(i’)x —y)dzdy

t[f@wmw+[ﬁ@mmwl

d) La distribucién de X se puede calcular a partir de dos formas:

23
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s Célculo a partir de la funcién de densidad conjunta.

fX(Z') = f(xay)dy

Ry

3
_/g(3x—y)dy

1

1 1> 3
— 2|30y — L

Hpes-n-3-3)

I

Il
H\w
| —
w
&
|
<
S~—
QL
S

° 2
)
(R ECE
e
= (0-2)

= Calculo a partir de la funcién de distribucion

F(z,y) = /_; /_io f(u, v)dudv

2 3 1
= / / —(3x — y)dydz.
1 J1 9

*) Como
1
fula) = [ 530y
1
entonces se deriva F'(x,y) respecto a x y se evalia en el recorrido de Y para obtener

24
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la distribucién de X, esto es,

fx(z) = (%F(%y)) )
T
- % 3(22)(y—1) = (v* - 1)] B:l
_ %[6x(3—1—1+1)—[(9—1)—(1—1)H
1
— 1—0(12x—8)
- %(63:—4)
*) Como

fx(x)_/lgl

5

(3z — y)dy,

primero se evalia F(z,y) en el recorrido de Y para obtener Fx(x), en seguida se

deriva respecto a x para obtener fx(x).

1

Fy(x) = Fr.y),, = 15 BE -1y -1 - @1 - 1)]|

10

3
y=1

= B )BT (-] @D 1- (-]}

1
= —(62° — 6 — 8z +8)

10
1

= 1—0(6x2—8m+2)
1

= 5(33[;2 — 4z +1)

por tanto

fx(z) =

4

d
1

5

:EF)((JT)

(6x —4).

Anélogamente, para calcular Fy (y) se evalia F'(x,y) en el recorrido de X:

Frly) = =B —1) (y—1) — (s — 1) (x — )] |

10

2

z=1

= B0 - @ D21 (- 1))

1
1
= E(9y—8—y2)»

25
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y ahora se deriva respecto a vy,

fY(y)

Las gréaficas de las funciones de densidad de X y Y respectivamente, son:

fx(X)
2

d
—F
dy y(y)
1

-2
10(9 Y)-

Ejercicio 8. Considérese la funcién de densidad

f(z,y) = ze "W con x>0,y > 0.

a) ;f es de densidad?
b) Calcule P(X <2,V <1)

c¢) Obtenga las funciones de densidad marginales.

d) (X yY son independientes?

Solucion.

fy(y)
2

Funciones Bivariadas

a) Puesto que = > 0 y la exponencial es positiva, por tanto f(x,y) es positiva, ya que
el producto de dos niimeros positivos es positivo, por ende, se cumple con la primera
propiedad para que f(z,y) sea de densidad. Para la segunda propiedad se tiene:

/ —e @yt |godx
0

/ / ze Wt dyde

/ h —(lim e~*W+D
0 Yoo
/ e “dx
0
o
—(lim e™® —1)

26
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Por lo que f(z,y) si es de densidad.

b) Calcule

c) La marginal de X estd dada por

fx(z) = /R £ y)dy

= /OO ze W gy
0

= —e

—z(y+1) |°°
0

= — (h'm e~ _ e_$>

T—00

=e 7’ ze(0,00)

27
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y la marginal de Y es!

Ty (y)

f(z,y)dx

+ /OO L ewing,
0 o y+1

Funciones Bivariadas

= , y € (0,00
Sus gréficas son:
fx(X) fy(y)
1 1
X
d)Independencia
@) fyly) = —e
€T =
X = 5y
# flz,y).
por tanto X, Y no son independientes.
!Esta integral se hace por partes
u=c dv = e =Wty
du=dx v=——re *tl)

28
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Otra forma de proceder es la siguiente:

—z(y+1)
xe
(y+1)?
= (y 4 1)%e WD

7& fX(’x)a

ambos procedimientos indican que X y Y no son independientes.

Lucia A. Ruiz Galindo

Ejercicio 9. Sea f(z,y) =z+y, 0 <z <1, 0 <y <1, una funcién de densidad.

a) Calcule las funciones de densidad marginal.
b) Calcule la funcién de distribucion de X.
c¢) Calcule la funcién de distribucién conjunta.

Solucién.
a) La funcién de densidad marginal de X es

de manera andloga, siguiendo el mismo procedimiento, la de Y es

frly) = f(x,y)dx

Rx

1

b) La funcién de distribucién de X se calcula como Si x € (—o0, 0),

Fy(z) = / OO Fx(u)du

:/ Odu

= 0.

29
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Six e [0,1),
Fy(z) = / F(u)du
0 .
= / 0du+/ <u—|——>du
—00 0 2
— F(0) + (u—2+9> Z
> "3)|,
552 e
Siz € [1,00),

1 00
—/ fX(u)du+/ Odu
—00 1
= (1)
_1+1
202
= 1.
De manera que
( .
0, six <0
_ )
Fx(z)=¢—+=, si0<z<l1
2 2
L siz > 1.

c) En el calculo de la funcién de distribucién debe tenerse presente que si alguna de las
variables o las dos, no estan en sus correspondientes recorridos, f(x,y) = 0. Por ejemplo,
size€0,1]yy>1, f(z,y) =0 ya que, aunque x estd en su recorrido, y no y esto hace
que la funcion de densidad conjunta sea cero.

Siz<0y—oco<y<oo,

F(z,y) = / Oo / : F(u,v)dvdu

z y
= / / Odvdu
0.
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Sio<z<1lyy<0,dado que

F(z,y) = f u, v)dvdu

Odvdu

I
08\\
8\3\

Siz e [0,1] yy€[0,1],

8
<

F(z,y) = f(u,v)dvdu

f(uvdvdu—l—/ {/ fuvdv+/ fuvdv]
Oof(u,v)dvdu—l—/o /_OO f(u,v)dvdu—l—/o /0 f(u,v)dvdu
Z;Odvdu—l—/Ox/_LOdvdu+/0x/0y(u+v)dvdu

“_2) ’
2/ o

2
y_) du
2

xT

\
8
\
8

:
\\gg\\

o
<

o
<

|
O\O\é\o\\\

|
8

du

8

]

N /’;‘\
4
+

I~
<
-

I
VR
| S,

<

_l’_
N 'S,

I
~__

<
+
OIS
o

no| B,
=

Sizel0,1]yy>1,

_ /_;/_lf(u,v)dvdu

_ /_Oo U_; Flu,v)dv + /1yf<u,v)dv] du

_ / /1 f(u,v)dvdw/1/1yf(u,u)dvdu
F(z,1) / /Odvdu

2 "

l\DlH
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Siz>1yy<0,

f u, v)dvdu

Odvdu

I
08\\
8\\

Siz>1yyel0,1],

F(m,y):/ / f(u,v)dvdu :/OO Oofuvdudv
:/ / fuvdudv+/oo leuvdudv
= F(1,y) + //Odudv

w|‘@
M'I@

Siz>1yy=>1,

=
8
s
I
é 2
I
8 8

f(u, v)dudv

Il
g <
\,_.

f(uvdu—i—/ fuvdu}dv

f(u,v dvdu+/ / Odvdu

f(u, v)dvdu

I
T
8‘\~

I
|
8
HH

f(uvdv+/ fuvdv}du

o0

flu,v dvdu+/ / Odvdu

[ary

I
I

|
8

|
—_
=
J—‘
—_
~—
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De manera que

F(I’y) =

o de manera equivalente,

1
Fx(l’),

Fy(y),

1
1
§(x2 + ),

1
§(y2+y),

1,

\

siz <0y —o00<y<o00o0
siz>0yy<0
sizel0,1]yye]|0,]1]
sizel0,1]yy>1
siz>1yye(0,1]
siz>1lyy>1.

siz <0y —o00o<y<o0o0
siz>0yy<0

sizel0,1]yyel0,]1]

size0,l]]yy>1

siz>1yyel0,1]

siz>1yy>1.

Lucia A. Ruiz Galindo

Ejercicio 10. Considérese la funcién f(z,y) = kxy y sus correspondientes recorridos

re{l,2,3} yye{23,4}.

a) {Qué valor de k hace que f sea de densidad?
b) Calcule las funciones de densidad marginal.
¢) (X v Y son independientes?

d) P(X =2,Y =3) y cambiar P(X >2)Y <3).

Solucion.

a) Dado que z € {1,2,3} y y € {2,3,4} toman valores positivos y el producto de nimeros
positivos es positivo, k debe ser positiva para que se cumpla con la primera propiedad,

f(z,y) > 0.

Ahora se muestra la segunda porpiedad para que f(z,y) sea de densidad.

ZZf(x,y) dr = 1.

Ry Rx
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4 3

YO flwy) = Y kay

Ry Rx y=2 =1

4

=) ky(1+2+3)

y=2

— 6k(2+3+4)

= 54k

dado que b4k =1, k = 5i4. Por tanto,
flz,y) = 5i4:vy es de densidad.

b) La marginal de X es:

1
=g @ € {1,2,3}

34

Funciones Bivariadas



Funciones Bivariadas

y la marginal de Y es:

Sus gréficas son:

fx ()

c) (X y Y son independientes?

5—4y

9

fy(y)

1
—y, y € {2,3,4}.

Lucia A. Ruiz Galindo

Una vez calculada la marginal de cada variable, se vera si la funcién de densidad de
probabilidad condicional de X es igual a la funcién de densidad marginal de X.

35



Lucia A. Ruiz Galindo Funciones Bivariadas

dado lo anterior se concluye que X y Y si son independientes.

d) Calcule

P(X=2Y =3) = P(X =2)P(Y =3)
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P(X >2,Y <3)

Solucionando considerando que X y Y son independientes, se tiene

Ejercicio 11. Considérese la funcién f(z,y) = zy, = € [0,a], y € [0,1].

P(X>2Y <3) =

P(X >2)P(Y < 3)

a) Calcule el valor de a que hace que f(x,y) sea de densidad.
b) Calcule las funciones de densidad marginal.

c¢) (X v Y son independientes?
d) Calcule la funcién de distribucién conjunta.

(S

D

f) Calcule P(—1 <Y < 1).
g) Obtenga la Corr(X,Y).
h) Calcule E(Y|X).

37
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) Si los recorridos de X y Y ahora son z € [a,2] y y € [a, 1], ;{Cudl es el valor de a para
1 que f(z,y) es de densidad?
)
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Solucion.

a) Es claro que la primera propiedad, f(x,y) > 0, se cumple , ya que los recorridos de
ambas variables tienen como limite inferior a 0, y el producto de dos niimeros no negativos
es no negativo. Ahora se vera la segunda propiedad,

/ f(x,y)dydz = 1.
Rx J Ry

a 1 a y2
/ / xy dydr = / T
o Jo 0o 2

dx

1
0

2
a
puesto que 1 debe ser igual a 1, se tiene que a = 42, sin embargo, como a es el limite

superior de Ry, a debe ser positiva, por tanto, para que f(x,y) sea de densidad, el recorrido
de X debe ser [0,2].

b) La funcién de densidad marginal de X es

fx(@) = [ flz,y)dy

Ry

1
=/wydy
0

y la marginal de Y es

frly) =

c) (X y Y son independientes?
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Dado que

fx(@) fy(y) = (5)231

X y Y si son independientes.
d) La funcién de distribucién conjunta

Six<0yy<0,

Flz,y) = /y / " Fu,v)dud

Siz<0y0<y<I1,

F(z,y) = / /y F(u, v)dvdu

Siz<0yy>1,

Fla,y) = / /y F(u, v)dvdu
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Sio<zr<2yy<O0,

F(z,y)

/: /Oo Flu, v)dudy
0.

Size[0,2)yyel0,1),

/Oofuvdudv

[/ fuudu+/fuvdu]du
/fuvdudv—l—/ /fuvdudv
/f dvdu+// f(u, v)dvdu
1 e [
o [ st [ st a
O/Of ddu+//f v)dvdu
o) Lo [ [ sty
:F(O,(i)+0/ A Odvd:

// Odvdu—l—/o /Oyuvdvdu

0

Il
\\\

0

u

- [ |
{%

4
2y
IR

0

%%
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/y f(u,v)dudv
0

fuvdv%—/fuvdv—l—/fuvdv}du

T 0
fuvdvdu+/ fu(u du+/ /f v)dvdu
0
Odvdu + Fx(x / / Odvdu

|
I
Hml\é\é\**ﬁ )

Siz>2yy<0,

F(z,y) = /:/;f(u,v)dudv
= 0.
Siz>2yyel01),
F(z,y) —/ / f(u,v)dudv
= 2@
= 2

Siz>2yy=>1,

f( v)dudv

f dut [ g ]
ddu+//0ddu
,v)dvdu

f d+/f }
g _1fuvdvdu+/ /Odvdu

3

8

S
I

g

3
\\@‘\w\\a
kh

>

N7
—_
~—

[
Eﬁﬂ%\w*\w;\gk\g“\w?\g
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De manera que

o de manera equivalente,

siz <0y —oco<y<ooo
siz>0yy<0

size0,2)yyel0,1)
sixe0,2)yy>1
sixz>2yyel0,1)

siz>2yy>1.

stz <0y —oo<y<ooo
siz>0yy<0

size0,2)yyel0,1)

size(0,2)yy>1

siz>2yyel0,1)

siz > 2yy > 1.

Funciones Bivariadas

e) Si los recorridos de X y Y ahora son z € [a,2] y y € [a,1], ;Cudl es el valor de a para

el que f(x,y) es de densidad?

La no negatividad de f se satisface si a > 0. Ahora se verd bajo qué condiciones se

12
//q:yda:dyzlz

cumple que

1 2 12
//a:ydxdyz/y;

2
dy

a

-/ 1 51 vy
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1
Puesto que Z(4 —a?)(1 — a®) debe ser igual a 1, entonces, se debe determinar a tal que

o equivalentemente,
4 2 _ 2/ 2 _
a* —ba* =a*(a* —5) =0,

de donde se obtiene una raiz doble a = 0, y a = ++/5. Dado que a debe ser positiva, puede
tomar los valores 0 y /5. Sin embargo, este dltimo valor, queda desechado ya que a debe
ser el limite inferior del intervalo [a,2] y V5 > 2. Con todo lo anterior, se concluye que
f(x,y) = 2%y es de densidad si a = 0 y por tanto, Rx = [0,2] y Ry = [0, 1].

Otra forma de calcular el valor de a para el que f es de densidad es a partir de alguna
de las funciones marginales. A continuacion se determina utilizando la de Y.

1
fy(y)dy = / 2ydy

Ry

dado que 1 — a? debe ser igual a 1, por ende, a = 0.

f) Calcule

P(-1<Y <1 = P0<Y <1

— PO<Y <)

- /0 )y
1

Y

dado que la funcién es de densidad y se esta evaluando en el recorrido de Y.

g) Dado que las variables X y Y son independientes, Corr(X,Y) = 0. Sin embargo, a
continuacion se muestra de manera detallada cémo obtener esa correlaciéon. Dado que

Cov(X,Y)
V(X)VV(Y)

Corr(X,Y) =

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y),

43



Lucia A. Ruiz Galindo

Funciones Bivariadas

primero se proceders al célculo de las esperanzas. Las de X y X2 son, de manera respectiva:

Las de Y y Y? son:

|
s— ig\

/RX  fx(x)dx

2
/ xzda:
0 2

<
—
b<

(y)dy

—_

2y3dy

[y

N
W~

N — N
o

B
N
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Y la de XY es:

/ zyf(x,y)dydx
Ry

/ 2 2dyclx

=,
-l
[
/ 2

x3
3

1
3
1
3
8
9’

con los resultados anteriores se calculan las varianzas de X y Y y la covarianza entre ellas.

V(X) = E(X?) - E*(X)

Cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y)

_8_4(2
9 31\3
= 0.
Por tltimo,
Cov(X,Y) 0
Corr(X,Y) = = 0.
WOV
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h) Dado que X y Y son independientes,

fllz) = fr(v)

y en consecuencia,

E(Y|X) = / yf(ylo)dy

Ry
= /0 yfy(y)dy
— E(Y).

Sin embargo, si no se supiera que X y Y son independientes se procederia como sigue:

E(Y|X) = / yf(yle)dy

Ry
B f(z,y)
= o Vi@

1
Ty
= / y— dy
o 3

1
= / 22 dy
0

1

N

Il
Wl Wl
& &
>.<
\'_/ o

Ejercicio 12. Sea la funcién
flz,y,2) =(x+ye? 0<zx<l O<y<l, z>0.

a) Determine si la funcién es de densidad.

b) ;Cambia su respuesta si considera que los recorridos de las variables son intervalos
cerrados en lugar de abiertos?

¢) Determine la conjunta de X y Y ylade X y Z.

d) Calcule E(X), E(Y) vy E(Z).
e) Calcule Cov(X,Y).
f)

Calcula PO < X < 3,3 <Y <1,Z<1).

1
2
Solucion.
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a) La funcién si es de densidad, ya que

e’} 1 1 ') 1 1
/ / / flx,y,z)dx dy dz = / / / (x +y)e “dx dy dz
o Jo Jo o Jo Jo
[e%s) 1 fL‘2 1
= / / e ” (— + yx) dy dz
0 0 2 0
[e’s) 1 1
= / / e_z(—+y)dy dz
o Jo 2
e’} 1 y2 1
[oeg)
= / e *dz
0

0
I

= lim [—e’z] — [—eo}

Z— 00

= 1.

b) La respuesta no cambia, ya que la probabilidad de que una v. a. c¢. tome un valor
correspondiente a un ntumero real es igual a cero.

c) Determine
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d) Calcule

E(X) :/R zfx(z)dx

_ /le( Ryf(x,y)dy>das
:/le(/;(wy)dy)dx
[

dx
0
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Las marginales de Y y Z son:

fr(y) = /R [ ey o

1 00
:// (x 4+ y)e “dz dx
o Jo
1

= / —(z+y)e?| ) dx

0

= /Ol(x—i—y)dx

1’2 !
= 7+yx

1
:y+§, 0<y<l1.

0

=e* z2>0.

El desarrollo para calcular E(Y') se obvia debido a que la forma funcional es la misma que
en el caso de X.
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= / ze *dz
0
= —zez+/ezdz

= —e *(z+1) go

= lim [—e*(z+1)] — [ €"(0+1)]

Z— 00

= 1.

Cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y)

E(XY) = /RX /RY xy f(z,y)dydx

1 1
= / / zy(z +vy) dydx
o Jo
1,1
= / /(mzy—l—ng) dydx
o Jo
1 2 3\ |1
(e
—/0 (x 5 —i—xS)

0

dx

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)

(=)&)

DN DD

1447
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f)

11 1 1 pi
P<O<X<§,§<Y<1,Z<1) :/ //2(x+y)ezdxdydz
—0o0 % 0

Lol /o2 RE
_/0/; 2+y:c e
1 1

*| dydx

0

(1=e™),

la segunda igualdad se establece como consecuencia de que f(z,y,2) =0,Vz <0.

A~ =

Ejercicio 13. Considérese la siguiente funcién

flzy) = k(2y* —xy), z €{0,1}, y € {0,1,2}.

a) Halle el valor de k para el que f(z,y) es de densidad.
b) Calcule las funciones de densidad marginal.
c¢) Calcule la funcién de densidad condicional f(z|y).

Soluciodn.
a) f(xz,y) > 0siy sélosi k>0, como se muestra a continuacién:
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A continuacién se analiza la segunda propiedad, esto permitird hallar el valor de k£ que
hace que f(z,y) sea de densidad.

2 1

2

flay) = D [F0.9) + f(1,y)]

y=0 z=0

y=0

0+ 2k +8k+0+k+ 6k

17k

_1’

de donde se obtiene que k = 1i7 y por tanto,

flx,y) =

es una funcién de densidad.

b) La marginal de X es

o bien,

La marginal de Y es

17

1
(2y2 —xy), Vo € Ry, Yy € Ry,

fx(x) =Y fla.y)

y=0

= [0+ (2 2)+ (8 22)]

= %7(10—31’), r e {0,1}
%, siz=0

fx(z) =
l siz=1
17’ -
fr(v)

1

= > %(2y2 — zy)

=0

%7[2?;2 + (2% — y)]

1

= —(1y’—vy), ye{0,1,2}

17
52

= f(0,0) + f(0,1) + f(0,2) + f(1,0) + f(1,1) + f(1,2)
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o bien,

0, siy=0
3 .
fy(y): ﬁ, Slyzl
14 =9
(177 YT

¢) Primero se utiliza la forma algebraica de las funciones de densidad para calcular la
funcién de densidad condicional.

flzy) 15207 — xy)
1

flaly) = =

(=) KNy) 4y —y)
(No definida, siy =20
2—x )

flly) = {5 sty=t
8 —2x .
T siy = 2.

O equivalentemente,

f(z|ly = 0) no estd definida,

2
3 six=0 7 siz=0
flaly=1) = y flaly=2) =
3
3’ siz=1 - sixz=1.

Otra forma de obtener este resultado es dando valores en su recorrido, a la variable Y, tal
y como se muestra a continuacién.

Siy =0,

flxly=0) =

este cociente no estd definido porque fy(0) = 0.
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Siy=1,
oy [l 1)
522
- 3
17
= -(2—2x)
o bien,
-, siz=0
flaly=1) =
-, siz=1
Siy =2,
oy _ f(=,2)
227 - 2]
#[4(2)? - 2]
24 —ux)
S 2(8-1)
1
= 7(4—55)
o bien,
%l, siz=0
flaly=2)=
- siz=1.

Ejercicio 14. Considere la siguiente funcién

kx*y, z=1,2, y=1,2,3
flo,y) =
0, en otro caso.

a) Determine el valor de k para que f sea de densidad.
b) Calcule las marginales.
¢) ;X y Y son independientes?

d) Determine f(z|y) y f(y|x).
e) Calcula Cov(X,Y).
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Solucion.
a) Como las variables sélo toman valores positivos, f(z,y) > 0siy sélosi k > 0.

Dado que

2

z=1 y=1 r=1 y=1

1
entonces k = 30’ ya que 30k debe ser igual a 1, para que f sea de densidad.

b) La marginal de X es:
Ry
3

-y 3_103523,

y=1

I,
= —zx(1+2+3
301’( +2+3)

= —2?, z€{1,2}.

Y ladeY es:

c) Dado que
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X y Y si son independientes.

d) Como las variables X y Y son independientes,

f(aly) = Fx(a) = 327

Flole) = fr(s) = gy

para x € {1,2} y y € {1,2,3}, de manera respectiva.

e) La Cov(X,Y) =0 ya que X y Y son independientes.

Ejercicio 15. Para cada uno de los siguientes cuadros de probabilidades

Y\ | 0 1
L0 0 025
1 1025 0.5
z\y| 0 1
i 0 (03 03
2 102 0.2

) ¢Determine si es de densidad?

) Calcule la esperanza y la varianza de X y Y.

a
b) Calcule las marginales de X y Y.
c
d

) Determine la correlacién entre X y Y.
e) Calcule las funciones de densidad condicional.
f) Indique si X y Y son independientes.

Solucion.

Funciones Bivariadas

i.a) La primera propiedad para que la funcién sea de densidad, f(x,y) > 0, se cumple ya
que todos los elementos probabilisticos del cuadro son positivos.

Por la segunda propiedad, Z Z f(z,y) = 1, se obtiene que

Rx Ry

0+0.254+0.5+0.25=1.

Por lo tanto el cuadro de probabilidades si representa una funcién de densidad conjunta.
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i.b) La marginal de X es

fe() = 3 o)
Ry

= f(l’,O) —i—f(ZL’,l).

Sixz =0,
fx(0) = £(0,0) + f(0,1)
= 0+0.25
= 0.25.
Siz=1,
= 025+0.5
= 0.75.
O bien,
0.25, siz=0
fx(z) =
0.75, siz=1.
De manera analoga para Y, se obtiene
0.25, siy=0
fr(y) =
0.75, siy=1.

Lucia A. Ruiz Galindo

Al cuadro de probabilidades se le pueden agregar las funciones de densidad marginal de

la siguiente manera:

y\z | 0

fr(y)

0 0 025] 0.25

1 025 0.5

0.75

fe(@) 1025 075 1
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i.c) La esperanza de X es

y la esperanza de Y,

Se calcula?

Ahora,

Funciones Bivariadas

E(X) = ) xfx(x)

= Z:fo(z)

=0
= 0(0.25) + 1(0.75)
= 0.75.

E(Y) =Y yfr(y)

= ufr(y)

= 0(0.25) + 1(0.75)
= 0.75.

= B [(X - E(X))’]

= Y (z— E(X))*fx(x)
Ry

= Y (@ - B(X))fx(x)

x=0
= (0 —0.75)%(0.25) + (1 — 0.75)2(0.75)
= 0.1875.

= E[(Y - E(Y))?]

= Sy - BV (y)

= (y—EX))fy(y)

= (0—0.75)%(0.25) + (1 — 0.75)*(0.75)
= 0.1875.

2p(X2?) = I;x?f(x) + 300 2% f(x) = 0(0.25) +1(0.75) = 0.75.

V(X) = 0.75 — (0.75)% = 0.1875.
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i.d) Para calcular la correlacion primero se tiene que calcular la covarianza, por ende,

Cov(X,)Y) = E[(X - E(X))(Y — E(Y))]
= E(XY) - E(X)E(Y).

Primero se debe calcular

BxY) = 33 ayf(a.y)

Ry Rx

y=0 =0
1

= _Wf0.y)+yfLy)

y=0

= f(0’0)+f(1’1)
= 0.5,

entonces,
Cov(X,Y) =0.5—-0.75(0.75) = —0.0625.

De manera que

Corr(X,Y) = Cov(X,Y) _ —0.0625 _ 03334
VV(X)/V(Y)  +/0.187510.1875

por lo tanto X, Y estan correlacionadas.

i.e) Aplicando la definicién de la condicional

flaly) = 129

fr(y)
Cuando y = 0, (.0
o S0
Sixz=0,
oy f0,00 0
J=0ly=0)=="5 = 525 =
Siz=1,
B . f(1,0) 025
fe=1y=0)=575 =025~ ©
O bien,
0, six=0
flaly=0)=
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Procediendo de manera andloga, para y = 1,

%, siz=0
flaly=1)=
%, sizx=1
Para la condicional,
f(z,y)
flylr) = .
(ylx) ()
Se obtiene,
cuando z = 0,
(0, siy=0
f(yl0) =
(1, siy=1
Siz=1,
(%, siy=0
flyl1) =
(2, siy=1

i.f) Dado que
2
fla=1ly=1)= 5 # fx(1) = 0.75
X y Y no son independientes.

ii.a) La primera propiedad para que la funcién sea de densidad, f(z,y) > 0, se cumple ya
que todos los elementos probabilisticos del cuadro son positivos.

Por la segunda propiedad, Z Z f(z,y) = 1, se obtiene que

Rx Ry

03+03+02+02=1.

Por lo tanto el cuadro de probabilidades si representa una funcién de densidad conjunta.

ii.b) La marginal de X es

Fele) = 3 fow)
Ry

y=0 y#1

= f(ZL‘,O) —l—f(l’,Q).
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Sixz =0,
= 03+02
= 0.5.
Siz=1,
= 03+02
= 0.5.
O bien,
0.5, sixz=0
fx(z) =
0.5, six=1.

De manera analoga para Y, se obtiene

0.6, siy=0

fr(y) =
0.4, siy=2.

Al cuadro de probabilidades se le pueden agregar las funciones de densidad marginal
de la siguiente manera:

\y | 0 1 | fx(a)
0 0.3 0.3 0.6
2 0.2 0.2 0.4

frly) |05 05] 1

ii.c) La esperanza de X es

E(X) = Y afx(o)

= fox(x)

- 8?8.5) +1(0.5)
— 0.5
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y la esperanza de Y,

E(Y) = Z yfv(y)
Ry

2

= Z yfy(y)

y=0 y#1
= 0(0.6) +2(0.4)
= 0.8.

Se calcula
V(X) = E[(X - B(X))?]

=) (z—05)*fx(z)

1

= Y (- BX))Pfx()

=0

= (0 —0.5)%(0.5) + (1 — 0.5)%(0.5)

Ahora,

ii.d)

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]
— E(XY)— E(X)E(Y).
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Primero se debe calcular

= 0+2f(1,2)
= 0.4,

entonces,
Cov(X,Y)=FEXY)—-EX)E(Y)=04-0.50.8) =0.
De manera que

Cov(X,Y) 0

Corr(%.Y) = NS N

por lo tanto X, Y estan correlacionadas.

ii.e) Aplicando la definicién de la condicional

faly) = T8

fr(y)
Cuando y = 0,
oy f(@,0)
Siz=0,
. J0,0) 03
flx=0ly=0)= 7 0) —06—0.5.
Siz=1,
gy J(,0) 03
O bien,
0.5, sixz=0
flzly=0) =
0.5, six=1.
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Procediendo de manera andloga, para y = 2,

Para la condicional,

Se obtiene
Cuando z = 0,

Siz=1,

ii.f) Dado que

y para

por ende, X y Y son independientes.

Ejercicio 16. Considere la funcién conjunta

flzly=2) =

Funciones Bivariadas

fle,y) =p" A —p)> ) 20,1}, ye{0,1} y 0<p<1.

a) Determine si f(z,y) es de densidad.

b) Calcule las funciones de densidad marginal.

c¢) Calcule la esperanza y varianza de X y Y.

d) Determine la correlacién entre X y Y.

e) Calcule las funciones de densidad condicional: f(z|y) y f(y|z).
f) Indique si X y Y son independientes.
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Solucion.
a) Evaluando la funcién conjunta en su recorrido se tiene que

f(0,0) = (1—p)*, f(0,1)=p(l—p), f(1,0)=p(l—p), f(1,1)=7p"

Obviamente todos estos niimeros son positivos, ya que el cuadrado de cualquier niimero
es positivo y como p € (0,1), también lo estd 1 — p , por lo tanto el producto de estos dos
es positivo.

Dado que se cumple la primera propiedad, f(z,y) > 0, para que la funcién sea de

densidad, a continuacion se procede a verificar la segunda, Z Z f(z,y)=1.
Rx Ry

Il
[1-
=
=
S

+
=
\t—‘
S

y=0
(0,0) + £(0,1) + f(1,0) + f(1,1)
= (1-p)*+p(1—p)+p(l—p)+p°
= (1—p)?*+2p(1 —p)+p°
= 1—2p+z92+2p—2pQ—|—102
~ 1.

Como se cumplen las dos propiedades, f(z,y) es de densidad.

b) La funcién de densidad marginal de X es

fxl@) = 3 fla,y)

y la esperanza de Y es

fry) = > flz,y)



Lucia A. Ruiz Galindo

O bien,
1 —p,
fx(z) =
b,
y
L —p,
fr(y) =
b,

c) La esperanza y la varianza de X y Y son

siz=0
siz=1.
sty =0
siy=1.

E(X) = ) afx()

Rx

1
_ Zl, p:c(l _p)l—z
=0

=0+p'(1—p)""

Y la esperanza de Y

BY) = S uhv(y)
Ry

1
=Y yp(t—p)'
y=0

=0+p'(1—p)""

Dado que

primero se debe de obtener

B(X?) = Yo’ fx(a)

1

_ ZxQ px(l _p)l—x

=0

=0+p'(1—p)""

=D
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por lo tanto,

V(X) = B(X?) - E*(X)
=p—7p°
= p(1—p).

Para calcular V (Y') también se requiere encontrar primero

E(Y?) = vy

1
=) P pra-p'?
y=0
= 0+p'(1—p)"
=D,
por lo tanto,
V(Y) = E(Y?) — E*(Y)
p—p
= p(1—p).

d) Para calcular la correlacién, primero se debe obtener la Cov(X,Y), cuya definicién es
Cov(X,Y)=E(XY)—- EX)E(Y).

Lo primero que se debe hacer es calcular E(XY).

ExY) = 3N ayf(a,y)

Ry Rx

1 1
3 T

y=0 =0

= E(Y)E(X)
Observe que E(XY) = E(X)E(Y) puesto que las v. a. son independientes, por lo que
Cov(X,Y) = p(p) — p(p) = 0.
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De acuerdo a este ultimo resultado, la correlacién entre X y Y es igual a cero.

Corr(X,Y) = Cov(X, ¥) =0
| VX))

e) A continuacion para determinar las funciones de densidad condicional, se usa la forma
algebraica de la funcién de densidad conjunta.

Se calcula
_ flz,y)
flaly) = fr(y)
pa:—l—y(l _ p>2—(x+y)
o p(l—p)ty
_ppr(-p)ra-pt
pv(1—p)t-v
= p"1—p)'"
= fx(z)
y
_ Sy
B px—l-y(l _ p>2—(x+y)
- pw(l _p)l—x
_ it —p) A —p)
p*(1—p)t=*
= p'(1-p)'
= fr(y).
f) Dado que

flaly) =p"(1 = p)'™" = fx (@),
X y Y son independientes.

Ejercicio 17. Considere la siguiente funcién conjunta.

Tty
f(x7y>_ 21 )

a) Determine si f(z,y) es de densidad.

b) Calcule las funciones de densidad marginal.

c¢) Calcule la esperanza y varianza de X y Y.

d) Determine la correlacién entre X y Y.

e) Calcule las funciones de densidad condicional: f(z|y) y f(y|z).

r=123 y=1,2.
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Solucion.
a) Evaluando la funcién conjunta en su recorrido se tiene que

3 3 4 4 5

2
Y =0 fL2) =0 fRD =0 FR2) =5 fG) =0, f32) =

Como todos los resultados son positivos, se cumple la primera propiedad, f(x,y) > 0.

Ahora se procede a verificar la segunda propiedad.

ZZf(xvy) = Zf(xay>

Ry Rx 1 z=1

M)~

<
Il

2

= > [f(Ly)+ f(2,9) + f(3,9)]

1

= fOD+fED+GD+(1,2)+f(2,2) + f(3,2)

<
I

_2+3+4+3+4+5
921 21 21 21 21 21

= 1.

Como se cumplen las dos propiedades f(z,y) es de densidad.

b) La funcién de densidad marginal de X es

fx(x) =) fla.y)

2

_ r+y
_Z 21

y=1
o+ +x—i—2
21 21
243
21
sustituyendo cada valor de X se obtiene,
'%, siz=1
fx(z) = %, six =2
\2%, siz = 3.




Lucia A. Ruiz Galindo

La marginal de Y es

fr(y) =

r=1

1+
Y4

2+y 3+
Z/+ Y

21
6+ 3y

21 21

por lo tanto, reemplazando cada valor de Y se tiene

217

12
217

c) La esperanza de X es

(352

sty =1

siy = 2.

) (5

()

46

21
70
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Y la esperanza de Y

BY) = S uhv(v)
Ry

2

B 6+ 3y
=2 21

y=1

:1 (6 +2:>1,<1)) y (6 +2zj(2))

ORI

33

21

Dado que
V(X) = E(X?) - E*(X),

primero se debe de obtener

E(X?) = ) 2*fx(x)
Rx

i 9 2+ 3
= x
21

_ ;1<2(12)1+ 3) Ly (2(2_1%) e (2(32>1+ 3)
) @) (@)

114
21"

por lo tanto,

V(X) = B(X?) - E*(X)
114 46\ 2
BT (ﬁ)
= 0.6304.
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Para calcular V (Y') también se requiere encontrar primero
E(Y?) =Y vy
Ry

2

B 6 + 3y
_E:f_ir_

y=1

(o) (152)

- () (0)

entonces

V(Y) = E(Y?) - E*(Y)

_ 5T (Y
21 21
= (.2449.

d) Para calcular la correlacién, primero se debe obtener la Cov(X,Y’), se determina uti-
lizando la siguiente igualdad

Cov(X,Y)=EXY)—-EX)E(Y).
Lo primero que se debe hacer es calcular E(XY).

BXY) = 35 ayf(a,y)

Ry Rx
G T+
=3 >

y=1 z=1

2
1+y 24y 3+y
- 2
Zy{ TR TR AT
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por lo que,

72 46 (33

De acuerdo a este tltimo resultado, la correlacion entre X y Y es

X,V —0.01
Corr(X,Y) = Cov(X,Y) 00136 _ o346

JVX)VVY) V06304102449

e) Las funciones de densidad condicional son:

@) Tty
_J@y) . o1 mHty
T ="y = 543y 63y
21
y
@) T+y
_J@y) o o1 w+ty
JWl) =5y “ % +3 " aw+s
21
f) Dado que
Tty 2z +3
Faly) = G # ) = 252

X vy Y no son independientes.
Ejercicio 18. Considere
f(z,y) = k(z +y — 22y?), 0<z<l, O<y<l.

a) Calcule la correlacién entre X y Y.
b) Calcule las funciones de densidad condicional: f(z|y) y f(y|x).
¢) Indique si X y Y son independientes.

Solucién.
a) Se calcula la covarianza por medio de la siguiente igualdad.

Cov(X,Y) = E(XY)— E(X)E(Y).
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Primero es necesario obtener

E(XY) = /RY /RX zyf(x,y)dedy

3 1l
= 5/ / vy(z +y — 2zy*)dody
0o Jo

3 1 g1
= 5/ / (z%y + xy? — 22%y®)dady
o Jo
1
2 Jo

0
3 (/1 1, 2,
= - —_— —_— —_ - d
2/0 (3y+2y 3y)y

1 1 2
(§x3y + §x2y2 — 37 dy

1
31, 1, 1,
- 2(6y 5y Gy) )
_3(1,1 1
S 2\6 6 6
1
=7
dado que, la E(X) y E(Y) fueron calculadas en el ejemplo 5, se tiene
1 13 /1 1 13 1
X Y)=EXY)—EX)E(Y)=>——2(2)=2_22__
entonces
X, Y —0.02 —0.02
Corr(X,Y) Cov(X,Y) 0.0208 0.0208

T VOVV () VJO0sI5V0.0T5 | (0.2854)(0.2738)

por lo que X y Y estan correlacionadas de manera inversa.
b) Aplicando la definicién de la condicional

_ fly) %(x+y—2xy2) _:L'+y—2xy2

— = —0.0208,

flzly) = = :
Kly)  $+3y—39° s Hy—y
Para la condicional
Fyle) = flzy) %(:E+y— 22y?) B 3(x +y — 2xy?)
4 Fx(2) Ipy3 z+2
c¢) Dado que
_ 3(x+y—2zy°) 3 3 3 5
flylz) = 213 7y =1 +5y -39

X y Y no son independientes.
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Ejercicio 19. Considere los siguientes cuadros de probabilidades

yY\e| 0 1 2

L. 0 02 02 02
2 101 01 0.2

y\o | 23 25 2.7

3.8 10.05 0.1 0.05
401 01 04 0.1
421005 0.1 0.05

11.

z\y | -1 0 1

. -1 /01 02 0.1
1 102 01 03

a) Determine si el cuadro de probabilidades representa una funcién de densidad conjunta.
b) Calcule las marginales de X y Y.

c¢) Calcule la esperanza y la varianza de X y Y.

d) Determine la correlacién entre X y Y.

e) Calcule las funciones de densidad condicional: f(z|y) v f(y|z).

f) Indique si X y Y son independientes.

Solucién.
i.a) La primera propiedad para que la funcién sea de densidad, f(z,y) > 0, se cumple ya
que todos los elementos probabilisticos del cuadro son positivos.

Por la segunda propiedad, Z Z f(z,y) = 1, se obtiene que
Rx Ry

024+024+02401+01+02=1.
Por lo tanto el cuadro de probabilidades si representa una funcién de densidad conjunta.

i.b) La marginal de X es
Ry

2

y=0, y#1
= f(ZL‘,O) + f(va)'
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Sixzx=0
fx(0) = £(0,0) + £(0,2)

= 02+0.1
= 0.3.

Siz=1
fX(l) = f(170)+f(172)

= 02+0.1
= 0.3.

Six=2
fx(2) = f(2,0)+ f(2,2)
= 02+02
= 0.4.

O bien,

(

0.3, sixz=0

fx(z)=4¢03, siz=1

(04, siz=2.
De manera analoga para Y, se obtiene

0.6, siy=0

fr(y) =
0.4, siy=2.

Al cuadro de probabilidades se le pueden agregar las funciones de densidad marginal de
la siguiente manera:

v\ | 01T 2 fAr(y)
0 |02 02 02| 06
2 101 01 02| 04

fx(z) 03 03 04| 1
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i.c) La esperanza de X es

E(X) = Z:vfx(as)

= fox(x)

8?8.3) +1(0.3) +2(0.4)
1.1,

y la esperanza de Y,
BY) = Y uf()
Ry

2

= Z yfy ()
y=0, y#1
= 0(0.6) + 2(0.4)
= 0.8.
Ahora,
V(X) = E[(X - B(X))?]
=) (z— B(X))’fx(x)
Rx
= ) (v — E(X))*fx(x)
= (6— 1.1)%(0.3) + (1 — 1.1)%(0.3) + (2 — 1.1)(0.4)
= 0.69,
enseguida,
V(Y) = E[(Y - E(Y))’]
=Y (y—ENX)’fr(v)
Ry
= Y W-EM)’f(y
y=0, y#1
= (0 —0.8)%(0.6) + (2 — 0.8)%(0.4)
= 0.96.
i.d)

Cov(X,Y) = E[(X - E(X))(Y - E(Y))]

— E(XY)— E(X)E(Y).

7
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Primero se debe calcular

E(XY) = ) > ayf(z,y)

Ry Rx

2 2
= > ) ayflxy)
y=0, y#1 z=0
2

= Y (0+yf(Ly) +20f(2.p)
y=0, y#1

= 0+4+2f(1,2)+4f(2,2)

= 2(0.1) + 4(0.2)

=1

Y

entonces,
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 1 — 1.1(0.8) = 0.12.
Enseguida se obtiene Corr(X,Y),

Cou(X,)Y) 0.12 B
VVX)V/V(Y)  V0.69v0.96

Corr(X,Y) = 0.1474,

por lo tanto X, Y no estdn altamente relacionadas.

i.e) Aplicando la definicién de la condicional

~ fl=,y)
flaly) = frly)
Cuando y = 0,
oy J(,0)
Sixz =0,
o=y = £00 02 1
fla=0ly=0)= 4 =05 =3
Siz=1,
oy = {3002 1
Six =2,
fle=1y=0=L20_02_1
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O bien,
%, siz=20
flaly=0)=q35 siz=1
\ %, six = 2.
Procediendo de manera andloga, para y = 2,
%, siz=20

flaly=2)=4¢73 siz=1

\%, six = 2.
Para la condicional,
flz.y)
flz) =
(ylz) ()
Cuando = = 0.
Siy =0,
f(0,0) 02 2
Siy =2,
f(2,0) 01 1
O bien,
%, siy=20
f(ylo) =
5, siy=2

Procediendo de manera andloga para x = 1y = 2, se obtuvo

(é, siy=20
fyll) =

\%, siy = 2.

(%, siy=20
fyl2) =

(3, siy=2
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i.f) Dado que
1
fle=1ly=2)= 1 # fx(1)=03
X y Y no son independientes.

ii.a) La primera propiedad para que f(z,y) sea de densidad se cumple ya que todos los
elementos probabilisticos del cuadro son positivos.

Por la segunda propiedad se obtiene que la suma de todos los elementos probabilisticos
del cuadro son uno

0.05+0.1+0.05+01+04+0.14+0.05+0.1+0.05=1,

por lo tanto, el cuadro de probabilidades si representa una funcién de densidad conjunta.

ii.b) La marginal de X es
Ry

= f(z,3.8) + f(z,4) + f(x,4.2).
De manera que,
fx(2.3) = f(2.3,3.8) + f(2.3,4) + f(2.3,4.2)
= 0.05+0.1+0.05
= 0.2.

fx(2.5) = f(2.5,3.8) + f(2.5,4) + f(2.5,4.2)
= 01404401
= 0.6.

fx(2.7) = f(2.7,3.8)+ f(2.7,4) + f(2.7,4.2)
= 0.05+0.1+0.05
= 0.2.

O bien,
0.2, sixz=23

fx(@)=<06, siz=25

\0.2, six=2.7.
De manera analoga para Y, se obtiene

0.2, siy=38

fry) =206, siy=4

\0.2, siy =4.2.
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Al cuadro de probabilidades se le pueden agregar las funciones de densidad marginal de

la siguiente manera:

N\ | 23 25 27| fr(y)
38 005 01 0.05| 02
40 | 01 04 01 ] 06
42 1005 01 0.05| 0.2

fx(@) ] 02 06 02| 1

ii.c) La esperanza de X es

E(X) = fox(a:)
- 2.)92(0.2) +2.5(0.6) + 2.7(0.2)

=25
y la esperanza de Y,
E(Y) =Y yf(y)
Ry
= 3.8(0.2) +4(0.6) +4.2(0.2)
= 4.
La varianza se calcula usando la siguiente igualdad
V(X) = E(X?) - E*(X)
Primero se debe obtener
E(X?) = szfx(a:)
Rx
= (2.3)%0.2 4 (2.5)%0.6 + (2.7)%0.2
= 6.260,
por lo tanto,
V(X) = BE(X?) - B*(X)

= 6.266 — (2.5)°
— 0.016.

Ahora la varianza de Y
B = Syt hv(y)
Ry

= (3.8)%0.2 + (4)%0.6 + (4.2)%0.2
= 16.016,
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entonces
V(Y) = E(Y?) - E*(Y)
= 16.016 — (4)*
= 0.016.

ii.d) Primero se debe calcular
Cov(X,Y)=FEXY)—-EX)E(Y).
De manera que

E(XY) =Y > ayf(z,y)

Ry Rx

= Y y[23f(2.3,y) + 25f(2.5,y) + 2.7f(2.7,))]

Ry

= 3.8[2.3f(2.3,3.8) + 2.5£(2.5,3.8) + 2.7f(2.7,3.8)]
+4[2.3f(2.3,4) + 2.5£(2.5,4) + 2.7£(2.7,4)]
+4.2[2.3f(2.3,4.2) + 2.5(2.5,4.2) + 2.7f(2.7,4.2)]

= 3.8[2.3(0.05) + 2.5(0.1) + 2.7(0.05)]
+4[2.3(0.1) + 2.5(0.4) + 2.7(0.1)]
+4.2[2.3(0.05) + 2.5(0.1) + 2.7(0.05)]

— 3.8(0.115 4 0.25 + 0.135) 4+ 4(0.23 + 1 + 0.27)
+4.2(0.115 + 0.25 + 0.135)

= 10
Por consiguiente,
Cov(X,Y) = 10—2.5(4) = 0.
De acuerdo a este ultimo resultado, la correlacién entre X y Y es igual a cero.

Cov(X,)Y)
VIX)VV(Y)

Corr(X,)Y) =

ii.e) Aplicando la definicién de la condicional

~ flzy)
flely) = fr(y)
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Cuando y = 3.8,

Siz =23,

Six = 2.5,

Siz =27,

O bien,

f(@]3.8) = %
£(2.3]3.8) = f%?’?’)z? — 00‘925 — 0.25.
£(2.5[3.8) = % _ 8—; —05.
f2738) = L2038 005 o

fr(38) 02

(0.25, si =23

f(z|3.8) =<¢0.5, si x=25

\0.25, si x=27T7.

Procediendo de manera analoga, para y = 4,

y para y = 4.2,

Para la condicional,

(0.166, si z=2.3

f(z|4) = ¢0.66, si x=25

0.166, si x= 2.7

(0.25, si z=2.3

f(x]42) =<¢ 0.5, si z=25

(0.25, sl =27

Se obtiene respectivamente

fy|23) =405 si y=4

Lucia A. Ruiz Galindo
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( .
0.166, si y=3.8

f(y|2.5) =4¢066, siy=4

(0.166, si y=4.2.
0.25, si y=3.8

f(y|2.7) =205 si y=4

0.25, si y=4.2.
ii.f) Dado que

Flz =23y =4) = 0.166 £ fx(2.3) = 0.2,
X y Y no son independientes.

iii.a) La primera propiedad para que la funcién sea de densidad, f(z,y) > 0, se cumple
ya que todos los elementos probabilisticos del cuadro son positivos.

Por la segunda propiedad, Z Z f(z,y) = 1, se obtiene que
Rx Ry

014+024+014+02+014+03=1.
Por lo tanto el cuadro de probabilidades si representa una funcién de densidad conjunta.

iii.b) La marginal de Y es
W) = 3 1)
Rx

= Z f(x,y)

z=—1, x#0

= f(_17y> + f(lay)‘

Siy=-—1
fr(=1) = f(=1,-1)+ f(1,-1)
= 0.14+0.2
= 0.3.
Siy=0
fY(O) = f(_170) +f(170)
= 0.240.1
= 0.3.
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Siy=1
fY(l) - f(_171) +f(171)
= 0.14+0.3
= 04.
O bien,

(0.3, siy=-—1

fr(y) =403, siy=0

(04, siy=1
De manera analoga para X, se obtiene
0.4, siz=-1

fx(z) =
0.6, six=1.

Al cuadro de probabilidades se le pueden agregar las funciones de densidad marginal
de la siguiente manera:

z\y | -1 0 1| fx(x)

-1 0.1 02 01| 04

1 02 01 03| 0.6

fr(y) 103 03 04| 1

iii.c) La esperanza de X es

E(X) = Z:fo(x)

= Z zfx(z)

z=—1, z#0
— —1(0.4) + 1(0.6)
= 0.2
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y la esperanza de Y,

B(Y) = Y uh ()

1

= Z yfy(y)

_ y_:1_(0.3) +0(0.3) + 1(0.4)
— 0.1

Ahora se procede a calcular la varianza de X.
V(X) = E[(X - E(X))’]

= ) (@ - E(X))*fx(x)

= Y (@—EX))fx(@)

z=—1, 2#£0
= (—1-10.2)(0.4) + (1 — 0.2)*(0.6)
= 0.96

y la varianza de Y,
V() = E[(Y - E(Y))’]

=Y (y—ENX)’fr(y)

Ry
= > (y—EX))*fr(y)
= (=1 -0.1)%(0.3) + (0 — 0.1)%(0.3) + (1 — 0.1)%(0.4)
= 0.69.

iii.d) Primero se debe calcular la covarianza dada por la siguiente igualdad.

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]
— E(XY)— E(X)E(Y).

86



Funciones Bivariadas Lucia A. Ruiz Galindo

Por lo que,
ExY) = 3N ayf(e,y)
Ry Rx
1 1
y=—1z=—1, 2#£0
1
= Y (—uf(=Ly) +0+yf(1,y)
y=—1
= f(_17 _1> - f(la _1) - f(_la 1) + f(la 1)
=01-02-0.1+0.3
= 0.1,
entonces,

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) = 0.1 — 0.96(0.69) = —0.5624.

Enseguida se obtiene la correlacion,

X,V —0.5624
Corr(X,Y) Cov(X,Y) 05624 _ 6911,

T VO)JV(Y)  V0.60/0.96

por lo tanto X, Y estan altamente relacionadas.

iii.e) Por la definicién de la condicional

~ fl=,y)
flaly) = frly)
Cuando y = —1, ( )
oy Sl
Siz=—1,
. _ _f(_17—1>_2_1
Je=—ly=-1="2"3" =03~ 3
Siz=1,
oy = B0 02 2
O bien,
%, si x=-—1
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Procediendo de manera analoga, para y = 0,

%, six=—1
flaly=0) =
%, si x=1
yy=1,
}L, si o= —1
flaly=1) =
8 st z=1
Para la condicional,
f(z,y)
flylz) = :
fx(x)
Se obtiene
i, si y=-—1

flyle=—-1)=4q2, si y=0

si y=1.
5, siy=—1

flyle=1)=<¢4%, siy=0

siy=1.
iii.f) Dado que
Fla =1y = 1) = 0.1 # fx(~1) = 0.4
X vy Y no son independientes.
Ejercicio 20. Sea f(z,y) = (6 —z —y), = € (0,2), y € (2,4), una funcién de densidad.

a) Determine la correlacién entre X e Y.
b) Indique si X e Y son independientes.

Solucion.
a) Por defincicién

Cov(X,Y)
V(X)yV(Y)

Corr(X,Y) =

88



Funciones Bivariadas Lucia A. Ruiz Galindo
Por ello, se procede primero a calcular la covarianza.

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]
= E(XY) - E(X)E(Y).

1 1
Por el ejemplo 3 se sabe que fx(x) = 1(3 —x)y fy(y) = 1(5 —y), entonces

E(X) :/R xfx(x)dx

ASQrS,

DO =
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e~ =

] =
VR
w
o
|

ot
w| &
~~_

o5 =

2 _ 29
3 36
11
36

Funciones Bivariadas



Funciones Bivariadas Lucia A. Ruiz Galindo

E(XY) = /RY /RX xyf(x,y)dedy

4 2 1
= / / xy—=(6 — z — y)dzdy
2 Jo 78
4
_ 6 2 1 3 1 2.2
_/2 (16xy 20" Y 16" Y
4
24 8 4,
= - —y——*)d
/2<16y 24" 16y> Y

Yrrooo4
= —y——y*)d
/2(6?J 169) Y

2
dy
0

7 4
= 5(12) = =(56)
224
AT
_ T
3

Con lo que

6 36
Cov(X,Y) —
Corr(X,Y) = ’ = 6 = —0.2967
VV(X)VV(Y) u, /u

b) Independencia

Fe@fel) = 16-2) |35~ 0)

= B-)6-)

1 1
= §(15—5x—3y+xy)7é§(6—x—y).

por tanto X, Y no son independientes.
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